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Einstieg	
	
	
Einstieg	1	 Haus	von	Nikolaus	
	
Abgebildet	ist	das	Haus	von	Nikolaus.	
	
a)	Können	Sie	es	in	einem	Strich	zeichnen?	
	
b)	Kann	man	von	einer	beliebigen	Ecke	aus	starten?	
	
c)	Kann	man	es	auch	so	zeichnen,	dass	man	am	Schluss	wieder	beim	Ausgangspunkt	ist?		
	
	
	
Einstieg	2	 1	=	2					????	
	
Es	sei:	 																			a	=	b	
	 Þ	 																		a2	=	ab	
	 Þ	 											a2	–	b2	=	ab	–	b2	
	 Þ	 (a	+	b)(a	–	b)	=	b(a	–	b)	
	 Þ	 													a	+	b	=	b	
	 Þ	 														a	+	a	=	a	
	 Þ	 																		2a	=	a	
	 Þ	 																				2	=	1	
	
Hat	es	hier	einen	Fehler?	Wenn	ja,	wo	hat	er	sich	versteckt?	
	
	
	
Einstieg	3	 gerade	Zahlen	
	
Behauptung:	Wenn	n	eine	gerade	Zahl	ist,	dann	ist	auch	n2	eine	gerade	Zahl!	
	
Beweis:	...		stimmt	das	überhaupt?	
	 Und	wenn	ja,	warum?	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

„Dass	es	mir	–	oder	Allen	–	so	scheint,	daraus	folgt	nicht,	dass	es	so	ist.“	
Ludwig	Wittgenstein	
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Hinein in die Allgemeinheit... , sei n Î IN... 
 
 
Sei n eine beliebige natürliche Zahl, also: sei n Î IN. 
 
 
Aufgabe 1 Vorgänger, Nachfolger 

Sei n eine beliebige natürliche Zahl, also: sei n Î IN. Beschreiben Sie mit Hilfe von n 
 
a) den Vorgänger: b) den Nachfolger:  
 
c) die zwei Vorgänger von n + 4: 
 
d) die drei Nachfolger von n – 5: 
 
e) das Doppelte: f) das Zehnfache des Vorgängers: 
 
g) die Summe der beiden Nachfolger: 
 
h) das Produkt aus Vorgänger und Nachfolger: 
 
 
Aufgabe 2 gerade, ungerade natürliche Zahl 

Beschreiben Sie mit Hilfe von n Î IN 
 

• eine gerade (natürliche) Zahl m: 
 

• eine ungerade (natürliche) Zahl m: 
 
a) die Summe zweier aufeinander folgender, ungerader Zahlen: 
 
b) das Produkt einer geraden Zahl mit deren Nachfolger: 
 
 
Aufgabe 3 Teilbarkeit, (Prim-)faktorzerlegung 

Wann ist eine Zahl durch 3 teilbar? Wann ist eine durch 4 teilbar? 
 
a) Geben Sie eine Faktorzerlegung an von 
 
24 =  3330 =  
 
b) Geben Sie die Primfaktorzerlegung an von 
 
24 =  3330 =  
 
c) Sei m durch 5 teilbar. Dann lässt sich m darstellen/schreiben als m =  
 
d) Welche der folgenden Zahlen m ist durch 6 teilbar? (Sei n Î IN und k Î IN.) 
 
m = 6n m = 3n m = 12k m = 6n + 2×3k 
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Diskutieren Sie die Begründungen. 
 
Hänsel, Gretel und die Hexe behaupten: 

Die Summe von drei aufeinander folgenden Zahlen ist durch 3 teilbar. 
 
Hänsel begründet: 4 + 5 + 6 = 15 und 15 ist durch 3 teilbar! 

Gretel begründet: n + (n + 1) + (n + 2) = 3n + 3 = 3(n + 1) 

Die Hexe begründet: (n – 1) + n + (n + 1) = 3n 
 

 
Beweise über Zahlen muss man allgemein unter Verwendung von Variablen beweisen. 

Aber: Zahlenbeispiele geben einem ein Gefühl oder bringen ein Gegenbeispiel. 

Gegenbeispiel = Beweis, dass etwas nicht so ist. 
 

Aufgabe 4 

Behauptung: Die Summe dreier aufeinander folgenden, geraden Zahlen ist durch 6 teilbar. 

Machen Sie ein Zahlenbeispiel. Beweisen Sie dann die Behauptung. 
 
 
Aufgabe 5 

Behauptung: Die Summe zweier aufeinander folgender Zahlen ist eine ungerade Zahl. 

Machen Sie ein Zahlenbeispiel. Beweisen Sie dann die Behauptung. 

 
 
Aufgabe 6 

Zeigen Sie allgemein, dass gilt: 

a)  1×2 – 1 = 12 b) 1×3 = 22 – 1 
 2×3 – 2 = 22 3×5 = 42 – 1 
 3×4 – 3 = 32 5×7 = 62 – 1 
 etc. etc. 
 
 
Aufgabe 7 

a) Bilden Sie das Quadrat einer ungeraden natürlichen Zahl und geben Sie dann den Vorgänger an. 
Beweisen Sie, dass dieser Vorgänger durch 4 teilbar ist. 

b) Bilden Sie das Produkt aus einer natürlichen Zahl und ihrer übernächsten Zahl. Geben Sie dann den 
Nachfolger dieser Zahl an und beweisen Sie, dass dieser Nachfolger eine Quadratzahl ist. 

c) Ist der Nachfolger des Produktes zweier aufeinander folgender ungerader Zahlen eine Quadratzahl? 
 
 
Aufgabe 8 

Begründen oder widerlegen Sie. 

a) Die Summe von fünf aufeinander folgenden Zahlen ist durch 5 teilbar. 

b) Die Summe von vier aufeinander folgenden Zahlen ist durch 4 teilbar. 

c*) Formulieren Sie eine Verallgemeinerung der Aussagen a) und b) mit Hilfe einer Variable k. 
Für welche k ist die sich ergebende Behauptung richtig? 

 



 6	

	

Beweistechnik	I,	der	direkte	Beweis	
	

	

Beweisen	Sie	die	folgenden	Behauptungen	direkt.	

	

Aufgabe	9	
a)	Das	Quadrat	einer	geraden	natürlichen	Zahl	ist	gerade.	
b)	Das	Quadrat	einer	ungeraden	natürlichen	Zahl	ist	ungerade.	
	

	

Aufgabe	10	
a)	Der	Term	n4	–	2n3	+	n2	ist	"	n	Î	IN	durch	4	teilbar.	
b)	Der	Term	n3	–	n	ist	"	n	Î	IN	durch	6	teilbar.	
Tipp	zu	b):	Eine	Zahl	ist	durch	6	teilbar,	wenn	sie	durch	2	und	durch	3	teilbar	ist.	
	

	

Aufgabe	11	
Wenn	zwei	Zahlen	a	und	b	durch	n	teilbar	sind,	dann	ist	auch	a	+	b	durch	n	teilbar.	
	

	

Aufgabe	12	
a)	Das	Produkt	zweier	aufeinander	folgender	Zahlen	ist	eine	gerade	Zahl.	
b)	Ist	die	Summe	von	vier	natürlichen	Zahlen	ungerade,	dann	ist	ihr	Produkt	gerade.	

	

	

Aufgabe	13	
Sie	kennen	das	Potenzgesetz:	An×Am	=	An+m.	
Beweisen	Sie	es!	

	

	

Aufgabe	14	
Die	Winkelsumme	in	einem	(ebenen)	Dreieck	beträgt	180°.	

Tipp:	Betrachten	Sie	die	Skizze	nebenan.	

Gestrichelt	eingezeichnet	ist	eine	Parallele	zur	Seite	c	durch	

den	Punkt	C.	

	

	

	

	

	

	

Aufgabe	15	
Betrachten	Sie	die	Skizze	nebenan.	

Wie	lautet	der	entsprechende	Satz	aus	der	Geometrie?	

Beweisen	Sie	ihn!	

Tipp:	Ziehen	Sie	eine	„Hilfslinie“	von	M	zur	rechtwinkligen	

„Ecke“.	
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Indirekter	Beweis,	was	ist	das?	
	
	
Indirekt	1	 Gerichtsverhandlung	
„Ich	werde	Ihnen	beweisen,	dass	mein	Mandant	unschuldig	ist	und	nicht	den	Tresor	der	

Kantonsschule	Stadelhofen	geknackt	hat“,	beginnt	der	Anwalt	des	Angeklagten	seine	

Argumentation.	„Nehmen	wir	an,	mein	Mandant	wäre	schuldig.	Dann	hätte	er	um	21.55	Uhr	

den	Alarm	ausgelöst.	Er	hätte	dann	fluchtartig	den	Tatort	verlassen	und	wäre	mit	seinem	

Auto	vom	Stadelhofen	nach	Oerlikon	gefahren.	Diese	Strecke	führt	mitten	durch	die	Stadt	für	

die	mit	einer	Mindestfahrzeit	von	20	Minuten	zu	rechnen	ist.	Er	hätte	damit	frühestens	um	

22.15	Uhr	im	Restaurant	„Sternen	Oerlikon“	sein	können.	Dies	steht	aber	im	Widerspruch	zur	

beeidigten	Aussage	des	Wirtes,	dass	mein	Mandant	am	fraglichen	Tag	um	22.00	in	seinem	

Restaurant	einen	Coupe	Dänemark	gegessen	hat.	Damit	komme	ich	zum	Schluss,	dass	mein	

Mandant	nicht	der	Täter	gewesen	sein	kann,	sondern	unschuldig	ist.“	

	
Nachdem	der	Anwalt	seine	Beweisführung	beendet	hat,	unterhalten	sich	zwei	aufmerksame	
Prozessbeobachter	über	das,	was	sie	gehört	haben.	
	
„Irgendwie	war	das	völlig	unlogisch,	was	der	Anwalt	vorgetragen	hat.	Erst	behauptet	er,	sein	
Mandant	hätte	den	Alarm	ausgelöst	und	am	Ende	kommt	heraus,	dass	er	es	nicht	gewesen	
sein	kann.“	„Dass	es	unlogisch	ist,	stimmt	so	nicht“	erwidert	der	andere,	„es	handelt	sich	um	
eine	ganz	geschickte	Beweisstrategie.“	
	
Welcher	der	beiden	Prozessbeobachter	hat	Recht?	
	
	
	
Wie	wurde	argumentiert?	
Der	Anwalt	verwendet	eine	bestimmte	Argumentationsstrategie.	In	der	Mathematik	nennt	
man	das	einen	indirekten	Beweis.	Dieser	enthält	folgende	Beweisschritte	
	

I. Ich	formuliere	die	Behauptung	
II. Ich	nehme	an,	das	Gegenteil	der	Behauptung	wäre	richtig.	
III. Ich	ziehe	aus	der	Annahme	richtige	Folgerungen	
IV. Ich	führe	die	Folgerungen	zu	einem	Widerspruch.	
V. Ich	ziehe	die	Schlussfolgerung,	dass	die	Annahme	dadurch	widerlegt	und	die	

Behauptung	bewiesen	ist.	
	
Lesen	Sie	den	Text	noch	einmal	durch	und	markieren	Sie	farbig:	

• die	Behauptung	GRÜN	
• die	Annahme	ROT	
• die	Folgerungen	BLAU	
• den	Widerspruch	ROT	
• die	Schlussfolgerung	GRÜN	

	
	
	

„Alles	was	lediglich	wahrscheinlich	ist,	ist	wahrscheinlich	falsch.“	

Rene	Descartes	
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Indirekt 2 Schüler argumentiert indirekt 
 
Situation: 
Der Klassenlehrer beschuldigt einen Schüler, dass er es war, der vor dem Hauptgebäude eine 
Zigarette geraucht und dann achtlos zu Boden geworfen hat. 
 
 
Der Schüler will mit der gleichen Beweisstrategie seine Unschuld zeigen. Seine Argumente 
stehen – ungeordnet – in den Kästchen unten.  
Bringen Sie sie in die richtige Reihenfolge, indem Sie sie nummerieren. 
Markieren Sie die 5 Schritte des indirekten Beweises wieder farbig, so wie auf Seite 7. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Indirekt 3 Ist  rational oder nicht? 
Jetzt geht es darum zu beweisen, dass  keine rationale Zahl ist.  
 
Dieser Beweis ist das Paradebeispiel eines indirekten Beweises! 
 
Merken Sie sich diesen Beweis – bewundern Sie seine Eleganz! 
 
 
 
Zum Nachdenken:  
Die Irrationalität von 2 heisst nichts anderes, als dass man die Diagonale im Einheitsquadrat nie (!) genau wird 
messen können. 
 
 

2

2

Das war ich nicht, sagt der Schüler. 

Nehmen wir mal an, ich wäre es 
gewesen... 

Wir hatten vorher Geographie und ich 
musste noch die Tafel putzen. Die Lehre-
rin hat gesehen, dass ich der Letzte war, 
der das Zimmer verlassen hat und zwar 
erst nach dem Klingeln zur Pause... 

Ich stehe aber nicht im Klassenbuch. 

Also kann ich es auch nicht gewesen 
sein. 

Und der Herr Bucher, der war wie immer 
überpünktlich und trägt jeden ins 
Klassenbuch ein, der nach ihm kommt. 

Nach Geographie  hatten wir aber 
Mathematik und zwar im Zeltweg. Selbst 
wenn ich vom Hauptgebäude zum 
Zeltweg renne, braucht es mindestens 5 
Minuten. 
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Beweistechnik	II,	der	indirekte	Beweis	(Widerspruchsbeweis)	
	
Diese	Beweisart	lässt	sich	z.B.	dann	einsetzen,	wenn	man	beweisen	will,	dass	es	etwas	nicht	gibt.	
Man	nimmt	dann	das	Gegenteil	an,	also	Existenz	(!),	und	führt	diese	Annahme	zu	einem	Widerspruch.		
Als	Beispiel	aus	dem	Alltag	dient	die	Gerichtsverhandlung:	
Der	Verteidiger	will	beweisen,	dass	sein	Mandant	nicht	schuldig	ist.	Dazu	nimmt	er	an,	er	wäre	es	und	leitet	
daraus	einen	Widerspruchsbeweis	ab.	
	
Beweisen	Sie	die	folgenden	Behauptungen	indirekt.	
	
Aufgabe	16	
Es	gibt	keine	grösste	natürliche	Zahl.	
	
	
Aufgabe	17	
2	ist	die	einzige	gerade	Primzahl.	(Oder:	Es	gibt	keine	gerade	Primzahl	ausser	2.)	
	
	
Aufgabe	18	

3 	ist	irrational	(Oder:	 3 	ist	nicht	rational.)	
	
	
Aufgabe	19	
Abgebildet	ist	das	Strassennetz.	Der	Postbote	möchte	eine	Route	so	
planen,	dass	er	keine	Strasse	zweimal	ablaufen	muss	und	zum	Schluss	
wieder	bei	der	Post	ist.	Beweisen	Sie	ihm:	Es	gibt	keine	solche	Route.	
	
	
Aufgabe	20	
Wenn	n2	eine	gerade	Zahl	ist,	dann	ist	n	eine	gerade	Zahl.	
	
	
Aufgabe	21	
Beweisen	Sie	das	Schubfachprinzip!	(Siehe	nächste	Seite)	
auch:	Taubenschlagprinzip	(pigeon	hole	principle)	
	
	
	
Das	Gegenbeispiel	
	
Das	Gegenbeispiel	ist	eine	besonders	einfache	Methode,	wenn	man	zeigen	will,	dass	eine	Vermutung	falsch	ist.	
Merke:	ein	Gegenbeispiel	genügt,	um	eine	(ganze)	Vermutung		zu	Fall	zu	bringen!	
Das	Finden	eines	Gegenbeispiels	ist	eine	spezielle	Form	eines	indirekten	Beweises.	Inwiefern?	
	
Aufgabe	22	
Der	Term	n2	+	n	+	41	liefert	für	viele	Einsetzungen	von	n	eine	Primzahl.	
Versuchen	Sie	es:	setzen	Sie	n	=	1,	n	=	2,	n	=	3,	n	=	4,	n	=	5	etc.	ein	und	überprüfen	Sie!	
	
Man	könnte	also	vermuten:	Der	Term	n2	+	n	+	41	liefert	∀	n	∈	IN	eine	Primzahl.		
Beweisen	Sie	aber,	indem	Sie	ein	Gegenbeispiel	finden:	Diese	Vermutung	ist	falsch.	
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Das	Schubfachprinzip	(Taubenschlagprinzip	=	pigeon	hole	principle)	
	
Betrachten	wir	zuerst	die	folgenden	Aussagen:	

• Wählen	wir	drei	Felder	eines	Schachbrettes	aus,	so	haben	sicher	zwei	die	gleiche	Farbe.	

• Von	11	natürlichen	Zahlen	enden	mindestens	zwei	auf	die	gleiche	Ziffer.	

• Von	13	Personen	haben	mindestens	zwei	im	gleichen	Monat	Geburtstag	
	
Die	Richtigkeit	dieser	Aussagen	ist	leicht	einzusehen.	Was	steckt	jedoch	für	eine	Argumentation	hinter	diesen	
Aussagen?		
Zum	einen	haben	wir	eine	(endliche)	Menge	von	Objekten	(drei	Schachfelder,	11	Zahlen,	13	Personen),	denen	wir	
eine	(endliche)	Menge	von	Eigenschaften	zuweisen	(2	Farben,	10	Ziffern,	12	Monate).	
Existieren	nun	mehr	Objekte	als	Eigenschaften	und	wird	jedem	Objekt	eine	Eigenschaft	zugewiesen,	so	muss	eine	
Eigenschaft	mindestens	von	zwei	Objekten	angenommen	werden!	
	
	
Allgemein	ist	diese	Aussage	unter	dem	Namen	Schubfachprinzip	bekannt.	Es	lautet	
	
Verteilt	man	z.B.	7	Perlen	auf	6	Schubladen,	dann	gibt	es	sicher	eine	
Schublade	mit	zwei	oder	mehr	Perlen.	
Oder	allgemein:	
Verteilt	man	n	+	1	Perlen	auf	n	Schubfächer,	dann	gibt	es	sicher	ein	
Schubfächer	mit	zwei	oder	mehr	Perlen.	
	
Diese	Aussage	leuchtet	unmittelbar	ein.	Trotzdem	muss	man	sie	
beweisen.	Dies	geschieht	indirekt	(Aufgabe	21).	
	
Das	Schubfachprinzip	wirkt	vollkommen	trivial	und	macht	keinerlei	Aufhebens	von	sich.	Aber	
tatsächlich	kann	man	mit	ihm	ganz	verschiedene	Aussagen	beweisen.	
Um	das	Schubfachprinzips	zur	Anwendung	zu	bringen,	muss	man	entscheiden,	was	die	
Schubfächer,	und	was	die	Perlen	sein	sollen.	Darin	besteht	die	Kunst.		
	
Beweisen	Sie	folgende	Aussagen	mit	Hilfe	des	Schubfachprinzips.	
	
Schubfach	1	
a)	Von	4	Personen	gibt	es	mindestens	zwei,	die	sich	denselben	Ausgang	des	Spiels	Italien	–	
Schweiz	wünschen.	
(Achtung:	Welches	sind	die	Schubfächer,	welches	die	Perlen?)	
	
b)	Es	gibt	mindestens	zwei	Schweizer,	welche	die	gleiche	Anzahl	Haare	auf	dem	Kopf	haben.	
	
	
Schubfach	2	
Wenn	man	10	Punkte	in	ein	Quadrat	der	Seitenlänge	3	einzeichnet,	dann	gibt	es	mindestens	
zwei,	deren	Abstand	≤	 2 	ist.	
Tipp			Unterteilen	Sie	das	Quadrat	in	9	Teilquadrate.	
	
	
Schubfach	3	
In	einer	Gruppe	mit	n	Personen	gibt	es	mindestens	zwei,	welche	in	dieser	Gruppe	die	gleiche	
Anzahl	Freunde	besitzen.	
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Beweistechnik	III,		
die	vollständige	Induktion	
	

	

Einstieg	
Finden	Sie	eine	„Formel“	für	die	Summe	der	ersten	n	ungeraden	Zahlen.	Beweisen	Sie	diese!	

	

	

Induktionsprinzip	 Dominoprinzip	
Ziel:	Die	Gültigkeit	einer	Behauptung	soll	für	 Ziel:	Alle	Steine	einer	Reihe	von	Dominosteinen	

für	alle	natürlichen	Zahlen	bewiesen	werden.	 soll	zum	Umfallen	gebracht	werden.	

	

1.	Verankerung	(Induktionsanfang)	 1.	Start	
Man	zeigt,	dass	die	Behauptung	für	 Der	erste	Stein	wird	umgestossen.	

die	natürliche	Zahl	n	=	1	stimmt.*	

	

2.	Vererbung	(Induktionsschritt)	 2.	Kettenreaktion	
Es	wird	angenommen,	dass	die	Behauptung	 Jeder	fallende	Stein	bewirkt	das	Umfallen	seines	

für	eine	feste	natürliche	Zahl	n	gilt.	 direkten	Nachfolgers.	

Es	wird	gezeigt,	dass	die	Behauptung	unter		 Er	vererbt	sozusagen	seine	Eigenschaft	–	umzufallen!	–		

dieser	Voraussetzung	auch	für	die	nachfol-	 	 auf	seinen	Nachfolger	in	der	Reihe	

gende	natürliche	Zahl	n	+	1	gilt.	
	

3.	Schlussfolgerung	 3.	Schlussfolgerung	

Aus	dem	Verbund	von	Verankerung	und	 Es	entsteht	eine	vom	ersten	Stein	ausgehende	

Vererbung	folgt,	dass	die	Behauptung	tat-	 Kettenreaktion,	die	sich	durch	die	gesamte		

sächlich	für	alle	natürlichen	Zahlen	gilt.	 Reihe	fortpflanzt,	ohne	je	zu	stoppen.	

	

	

Summenformeln	
	

Aufgabe	23	
Wie	lautet	die	Summenformel	für	die	ersten	n	natürlichen	Zahlen?	

Beweisen	Sie	diese	Formel	mit	Hilfe	der	vollständigen	Induktion.	
	

	

Aufgabe	24	

a)	Zeigen	Sie:	"	n	Î	IN	gilt:	21	+	22	+	23	+	...	+	2n	=	2(2n	–	1).	

b)	Zeigen	Sie:	"	n	Î	IN	gilt:	 1
1⋅3

	+	 1
3 ⋅5

	+	 1
5 ⋅7

	+	...	+	 1
(2n−1) ⋅(2n+1)

	=	 n
2n+1

.	

	

	

Teilbarkeit	
	

Aufgabe	25	
a)	Zeigen	Sie:	"	n	Î	IN	gilt:	9n	–	1	ist	durch	8	teilbar.		
b)	Zeigen	Sie:	"	n	Î	IN	gilt:	12n	–	7n	ist	durch	5	teilbar.	
	

	

Aufgabe	26	 (Kommt	Ihnen	die	folgende	Behauptung	bekannt	vor?)	
Zeigen	Sie:	Der	Term	n3	–	n	ist	"	n	Î	IN	durch	6	teilbar.	
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In	der	Mathematik	gibt	es	keine	Autoritäten.	
Das	einzige	Argument	für	die	Wahrheit	ist	der	Beweis.	

	

Zusammenfassung	
	

	

Beweisstrategien	
	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

Tipp	
• Der	indirekte	Beweis	lässt	sich	z.B.	dann	einsetzen,	wenn	man	beweisen	will,	dass	es	

etwas	nicht	gibt.	Man	nimmt	dann	das	Gegenteil	an,	also	Existenz	(!),	und	führt	diese	

Annahme	zu	einem	Widerspruch.	

• Die	vollständige	Induktion	lässt	sich	z.B.	dann	einsetzen,	wenn	man	beweisen	will,	

dass	etwas	für	alle	natürlichen	Zahlen,	also	"	n	Î	IN,	gilt.	
	

Bemerkung	
• Sie	sollten	zu	jeder	Beweisart	zwei	Beispiele	kennen!	

• Beweisen	können	nicht	nur	Genies!	Man	kann	beweisen	lernen,	wie	vieles	andere	auch.	

• Ein	Beweis	muss	zuerst	einen	selbst	überzeugen;	erst	dann	besteht	die	Möglichkeit,	

dass	er	auch	andere	überzeugen	kann.	

• Es	gibt	nicht	den	Beweis.	Oft	lassen	sich	Behauptungen	auch	auf	verschiedene	Arten	
beweisen,	also	auch	mit	verschiedenen	Beweisstrategien.	

	

Zu	Beginn	ist	noch	einmal	zu	jeder	„Beweisstrategie“	ein	typisches	Beispiel	aufgeführt.	

Bearbeiten	Sie	diese	drei	Beispiele	zuerst,	bevor	Sie	sich	dann	bei	den	folgenden	Aufgaben	

selbst	entscheiden	müssen,	welche	Beweisstrategie	angezeigt	sein	könnte!	

	

	

Direkter	Beweis	
Von	allen	Rechtecken	mit	gleichem	Umfang	hat	das	Quadrat	den	grössten	Flächeninhalt.	
	

	

Indirekter	Beweis	

10 	ist	irrational.	(Oder:	 10 	ist	nicht	rational.)	
	

	

Vollständige	Induktion	

Für	die	Summe	der	ersten	n	Kubikzahlen	gilt	die	Summenformel:	13	+	23	+	33	+	...	+	n3	=	 n
2(n+1)2

4
.	

Direkter	Beweis	 Zeige,	dass	die	Behauptung	stimmt,	indem	du	mit	

Hilfe	der	Voraussetzung	oder	bekannter	Tatsachen		

Folgerungen	ausführst.	

Indirekter	Beweis	 Nimm	an,	dass	die	zu	beweisende	Behauptung	

nicht	stimmt	und	zeige,	dass	sich	dann	ein	

Widerspruch	ergibt.	

(Spezialfall:	Finden	eines	Gegenbeispiels.)	

Vollständige	
Induktion	

Soll	bewiesen	werden,	dass	eine	Behauptung	für	

alle	natürlichen	Zahlen	n	stimmt,	genügt	es	zu	

zeigen,	dass	sie		

1. für	n	=	1	und		
2. für	jeden	Nachfolger	stimmt.	

Dazu	nimmt	man	an,	sie	gelte	für	ein	n	

und	zeigt,	dass	sie	dann	auch	für	n	+	1	

stimmen	muss.	
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Weitere	Beweise	1	
	
	

• Benennen	Sie	das	jeweilige	Beweisprinzip.	

• Achten	Sie	auf	eine	klare	Struktur	Ihrer	Gedanken!	

• Die	Aufgaben	müssen	nicht	in	der	angegeben	Reihenfolge	gelöst	werden.	

• Tipps	zu	den	einzelnen	Aufgaben	finden	Sie	auf	der	nächsten	Seite.	
	
	
Summenformel	
Für	die	Summe	der	ersten	n	geraden	Zahlen	gilt	die	Summenformel:		

2	+	4	+	6	+	...	+	2n	=	n(n+	1).	
	

	
Teilbarkeit	
Wenn	a	durch	b	teilbar	ist	und	b	durch	c,	dann	ist	a	durch	c	teilbar.	
	
	
Irrational	

15 	ist	irrational.	(Oder:	 15 	ist	nicht	rational.)	
	
	
Primzahlen	
Es	gibt	unendliche	viele	Primzahlen.	(Oder:	es	gibt	keine	grösste	Primzahl.)	
Tipp	in	2	Schritten	
1	Wir	bezeichnen	n	beliebige	natürliche	Zahlen,	die	alle	grösser	als	1	sein	sollen,	mit		

m1,	m2,	m3,	...	,	mn.	
Dann	ist	die	neu	gebildete	Zahl		

m1×m2×m3×	...	×mn	+	1	
durch	keine	einzige	der	Zahlen	m1,	m2,	m3,	...	,	mn	teilbar	(warum?).	
	

2	Wir	nehmen	an,	es	gäbe	nur	endlich	viele	Primzahlen	und	bezeichnen	sie	mit		
p1,	p2,	p3,	...	,	pn.	

Zeigen	Sie	nun,	dass	es	mindestens	eine	weitere	geben	muss!	
	
	
Figur	
Zeichnet	man	5	Punkte	in	ein	gleichseitiges	Dreieck	mit	Seitenlänge	1	gibt	es	deren	zwei,	

deren	Abstand	höchstens	 1
2
	beträgt.	

	
	
Königsberger	Brückenproblem	
An	Sonntagen	gehörte	es	sich	in	Königsberg	(heute:	Kaliningrad,	
russische	Enklave	bei	Litauen),	dass	man	mit	der	Familie	einen	
Spaziergang	über	die	sieben	Brücken	der	Stadt	machte,	die	über	den	
Fluss	Pregel	führten.	
Ist	das	möglich,	ohne	eine	Brücke	zweimal	zu	überqueren?	
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Beachte	
	

• Ein	Beweis	muss	zuerst	einen	selbst	überzeugen;	erst	dann	besteht	die	Möglichkeit,	

dass	er	auch	andere	überzeugen	kann.	

• Es	gibt	nicht	den	Beweis.	Oft	lassen	sich	Behauptungen	auch	auf	verschiedene	Arten	
beweisen,	also	auch	mit	verschiedenen	Beweisstrategien.	

• Suchen	Sie	auch	im	Internet!	Es	ist	voll	von	mathematischen	Beweisen!	

	

	

Tipps	
	

	

Summenformel	
• Vgl.	Summenformel	für	die	ersten	n	natürlichen	Zahlen.	

Diese	Formel	haben	wir	auf	drei	(!)	Arten	bewiesen:	

mit	vollständiger	Induktion,	mit	dem	„Gauss-trick“,	mit	Hilfe	einer	Zeichnung	

	

	

Teilbarkeit	
• a	ist	durch	b	teilbar	heisst,	dass	wir	eine	Zahl	n	finden	so,	dass	gilt:	a	=	n×b	

Mit	mathematischen	Symbolen	ausgedrückt:	b½a	Þ	$	n	Î	IN:	a	=	nb	

• b	ist	durch	c	teilbar	heisst	...	

	

	

Irrational	

• Wir	müssen	zeigen,	dass	 15 	nicht	rational	ist.	
Es	bietet	sich	deshalb	ein	Widerspruchsbeweis	an!	

	

	

Primzahlen	
• Wir	müssen	zeigen,	dass	es	keine	grösste	Primzahl	gibt.	

Es	bietet	sich	deshalb	ein	Widerspruchsbeweis	an!	

• Wir	bilden	die	Zahl:							p1×p2×p3×	...	×pn	+	1	

und	wissen,	dass	sich	auch	diese	Zahl	in	Primfaktoren	zerlegen	lässt	...	

	

	

Figur	
• Taubenschlagprinzip	(pigeon	hole	principle)	

	

	

Königsberger	Brückenproblem	
• Hier	ist	es	wichtig,	dass	man	das	Problem	angemessen	darstellt.	

Sie	sehen	rechts	abgebildet	eine	„praktische“	Darstellung	insofern,	als	

dass	sie	das	Wesentliche	wiedergibt.	Die	„Punkte“	entsprechen	den	
Stadtteilen,	die	„Linien“	den	Brücken.	(Wie	beim	Haus	von	Nikolaus!)	

• Der	Schweizer	Mathematiker	Euler	nahm	sich	1736	dieser	Frage	an	und	beantwortete	sie	mit	
einem	Beweis.	Er	begründete	damit	einen	neuen	Zweig	der	Mathematik	–	die	Graphentheorie.	
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Weitere	Beweise	2	
	

	

• Benennen	Sie	das	jeweilige	Beweisprinzip.	

• Achten	Sie	auf	eine	klare	Struktur	Ihrer	Gedanken!	

• Die	Aufgaben	müssen	nicht	in	der	angegeben	Reihenfolge	gelöst	werden.	

• Tipps	zu	den	einzelnen	Aufgaben	finden	Sie	auf	der	nächsten	Seite.	

	

	

Summenformel	
Für	die	Summe	der	ersten	n	Quadratzahlen	gilt	die	Summenformel:		

12	+	22	+	32	+	...	+	n2	=	 n(n+1)(2n+1)
6

.	

	

	

Teilbarkeit	
Zeigen	Sie:	"	n	Î	IN	gilt:	n3	+	5n	ist	durch	6	teilbar.	
	
	

Irrational	
log23	ist	irrational.	(Oder:	log23	ist	nicht	rational.)	
	

	

Primzahlen	
a)	Die	einzige	Primzahl	p,	für	die	p	+	1	eine	Quadratzahl	ist,	ist	p	=	3.	

b)	Ist	p	eine	Primzahl,	dann	ist	der	Term	2p	+	1	nie	eine	Quadratzahl.	
	
	
Figur	
a)	Die	Innenwinkelsumme	in	einem	n–Eck*	beträgt	(n	–	2)×180°.	

b)	Die	Anzahl	Diagonalen	in	einem	n-Eck*	beträgt	 n(n−3)
2

.	

*	Genauer:	in	einem	konvexen	(	=	ohne	Einbuchtung)	n-Eck.		
	

	

Party	
Bei	einer	Party	begrüssen	sich	die	Personen,	indem	sie	miteinander	anstossen.	Zeigen	Sie:	

In	jedem	Augenblick	gibt	es	mindestens	zwei	Personen,	die	mit	der	gleichen	Anzahl	Personen	
angestossen	haben.	
	

	

Ableitungsregel	
Beweisen	Sie	die	Potenzregel	beim	Ableiten:	Sei	f(x)	=	xn	Þ	f’(x)	=	n×xn–1.	
	

	

Rechteck	&	Quadrat	
Von	allen	Rechtecken	mit	gleicher	Fläche	hat	das	Quadrat	den	kleinsten	Umfang.	
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Tipps	
	
	
Summenformel	

• vollständige	Induktion	
	
	
Teilbarkeit	

• vollständige	Induktion	
	
	
Irrational	

• Analog	zum	Beweis,	dass	 15 	nicht	rational	ist.	
	
	
Primzahlen	

• a)	Setzen	Sie	p	+	1	=	n2,	für	ein	n	Î	IN.	Versuchen	Sie	nun	damit	p	zu	bestimmen.	
• b)	Widerspruchsbeweis!	

	
	
Figur	

• a)	n-Eck	in	Dreiecke	zerlegen	
• b)	Wie	viele	Diagonalen	können	von	einer	Ecke	ausgehen?	Wie	viele	von	n	Ecken?	

	
	
Party	

• Taubenschlagprinzip	(pigeon	hole	principle)		
	
	
Ableitungsregel	

• Differenzenquotient:	[x;x	+	Dx]:	 Δf
Δx

	=	 f(x+Δx)− f(x)
Δx

	=	 (x+Δx)
n −xn

Δx
	=	...		

Differenzialquotient:	 df
dx
(x)	=	 lim

Δx→0

Δf
Δx

	=	...	

	
• Variante:	vollständige	Induktion	(braucht	die	„Produktregel“	der	Ableitung)	

	
	
Rechteck	&	Quadrat	

• ...	
	
	
	
	
	

„Seit	der	Zeit	der	Griechen	bedeutet	„Mathematik“	zu	sagen,	„Beweis“	zu	sagen.“	
Bourbaki	
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Anhang	 Vorsicht!	Was	ist	falsch?	
	
	
	
Es	soll	eine	Summenformel	für	die	ersten	n	geraden	natürlichen	Zahlen	gefunden	werden:	
	

2	+	4	+	6	+	...	+	2n	=	?	
	
Der	Kapitän	behauptet:	

Die	Summe	der	ersten	n	geraden	natürlichen	Zahlen	ist	gleich	n(n	+	1)	+	2.	
	
	
	
Und	er	liefert	den	„Beweis“	mit	Hilfe	der	vollständigen	Induktion.	
	
Vererbung:			n	®	n	+	1	
	

• Annahme	die	Formel	gilt	für	n:			2	+	4	+	6	+	...	+	2n	=	n(n	+	1)	+	2.	
	

• Zu	zeigen:			2	+	4	+	6	+	2n	+	2(n	+	1)	=	(n	+	1)(n	+	2)	+	2	
	

	
• Nachweis:	

2	+	4	+	6	+	2n	+	2(n	+	1)	=	n(n	+	1)	+	2	+	2(n	+	1)	=	(n	+	1)(n	+	2)	+	2				<	
	
	
	
Die	Vererbung	ist	perfekt!	
	
Trotzdem	scheint	die	Formel	nicht	zu	stimmen...	
	
	
Warum???	
	

...	stimmt	die	Formel	nicht,	obwohl	der	Kapitän	sie	bewiesen	hat?	











	


